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INTRODUCCION

Qbserva la siguiente historieta:

iBuen dia Pepe! ;Se mejoro6 su hijo? iBuen dia ingeniero!
\\ / Si gracias, esta mejor

Nos mandaron un nuevo refrigerante. Necesito
que anoten la temperatura cada 3 horas. Les

Hasta luego. Cuidese que parece
que su hijo lo contagid. Acuér-
dese del asado del sdbado

aviso también a los otros turnos, pero confio Ok jefe.
en usted para completar esta tabla. Quedese
tranquilo.

El ingeniero le dio a Pepe la siguiente tabla que él completd con los datos de temperatura:
Dia 1 Dia 2

h 0 3 6 9 12 | 15 | 18 | 21 | 24 3 6 9 12 1 15 | 18 | 21 | 24
t° 56 | 586 | 59 |594 | 58 |56,5|565]|56,4 561|584 ]|592]|595]|581| 56,2

Mhm! voy a hacer el trabajo bien
prolijo, como le gusta al ingeniero.

lto | 595|594 |592] 59 | 586|584 581 58 |565]565]565)564|564]563]562]561] 56 |

¢ Te parece que en este caso le servird al ingeniero la tabla de Pepe ordenada de mayor a menor?
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¢ Qué factor consideras importante?

Si se conoce la frecuencia en la toma de la temperatura, lo mas importante en este caso (puede no
serlo en otros), es el orden en que fueron obtenidas. Asi podriamos considerar que la primera lectu-
ra es ty, la segunda t, y asi siguiendo.

Se forma una sucesion de temperaturas, que escribiremos utilizando la siguiente simbologia:

{t} ={ty, to, t3, ..., t, } = {56,5 ; 56,4 ; 56,3 ; 56 ; 58,6 ; 59 ; 59,4 ; 58 ; 56,5 ; 56,5 ; 56,4 ; 56,1 ;
58,4 ;59,2 ;59,5 ;58,1 ; 56,2}

Esta sucesion tiene un nimero finito de elementos; en Analisis Matematico | estudiaremos sucesio-
nes numéricas con infinitos elementos.

1. LAS SUCESIONES NUMERICAS COMO FUNCIONES REALES DE DOMINIO
NATURAL (N)

Se aplican en problemas geométricos y bioldgicos, en las secciones aureas, en espectroscopia, etc.
DEFINICION:

Se Ilama sucesidon numérica a una funcion que aplica el conjunto de los niameros naturales
en el de los reales, tal que los elementos de la imagen estan relacionados con los del domi-
nio mediante una funcion de n, a, = f(n).

En simbolos:
f:N—->R/a,=f(n)

Los elementos de la imagen se llaman términos de la sucesion.

Forman un conjunto ordenado de infinitos nameros reales a,
que se obtienen mediante la expresion de la funcion a, = f(n),
siendo n € N la variable independiente.

2. TERMINO GENERAL, ENESIMO O LEY DE FORMACION

También se suele indicar a la sucesion como {an};]’o:l: {ai; ay; as; as;...; an;...} que se lee: “suce-
sion a, desde n = 1 hasta infinito”.

En general damos por sobreentendido la variacion de n y escribimos en forma abreviada: {a,} en
lugar de {ap}~,

“an” se llama termino enésimo (algunos autores lo llaman n-ésimo) o termino general o termino
genérico y es el que da la ley de formacion de los infinitos términos.

& Ejemplo 1: Escribe los elementos de la sucesion cuyo término general es a, = f(n) = 2".

Paran=1,a; =f(1) =2' =2 ;paran =2, a, = f(2) = 2° = 4, ... se puede continuar dando a n todos
los valores naturales que se quiera.

{2"y={2,4,8,16,32,...}

& Ejemplo 2: A veces se define la sucesion por recurrencia, donde se dan reglas que permiten
obtener cada término partiendo de los anteriores. Un ejemplo muy utilizado en biologia es la suce-
sion de Fibonacci que surgio cuando estudiaba el crecimiento de una poblacion de conejos.

Esta sucesion se define como: Los dos primeros términos valen 1y los que siguen
se obtienen por la suma de los dos anteriores

=1 a=1 a,=ano+a1 VN>2
B=ata=1+1=2; @y=at+az3=14+2=3; as=az+as=2+3=5;...
La sucesion resulta: {a,} ={1,1, 2, 3,5, 8,13,...}
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& Ejercicio propuesto 1; idem para: a; = 1; anu1 = an + % vn>1 Respuests

No

siempre es sencillo encontrar la expresion del término n-ésimo, con frecuencia hay que probar

varias veces.

&

Ejemplo 3: Encuentra la expresion del termino enésimo para la sucesion:
{bn} = {-2/3; -1/4; 0; 1/6; 2/7; 3/8,...}

Debemos encontrar la ley de formacion de los términos, es decir, una regularidad. Analicemos nu-
merador y denominador por separado:

>

El término general entonces es

Los numeradores son; —=2; —1; 0; 1; 2; 3..., es decir que paran = 1 se tiene by =—2, paran = 2 se
tiene b, = -1y asi siguiendo, se va sumando una unidad. Es decir que si n aumenta una unidad,
b, sube una unidad, por lo tanto el numerador es de la forma n+? (coeficiente de n en el nume-

rador: 1).

Para que dé por resultado b, = -2, debe ser el numerador igual a n—3 (ya que 1-3 = -2).

Los denominadores son: 3, 4, ?, 6, 7, 8... , es razonable pensar que en el signo de pregunta co-
rresponde 5y que el numerador es 0 (es cierto pues para n = 3 queda: 3 -3 = 0).

Paran =1 se tiene 3 y luego se va sumando una unidad. De manera analoga a la anterior, dedu-
cimos que el denominador es: n+2.

n-3
n+2

by =

&5

Revisa que todos los valores dados de la sucesion verifiquen esta expresion hallada.

@

3415 3 35 }

Ejemplo 4: idem para {c.} = {O, 2B 16 Arear

Observa que:

>

>

Hay dos términos iguales en distinta posicion, uno corresponde an =2y el otro a n = 5, enton-
ces podriamos pensar que las fracciones estan simplificadas. Todavia no podemos decir cuales
son las fracciones equivalentes.

Para n = 3 corresponde c3 = 1; como no tiene la misma forma de los otros términos, también
podemos pensar que proviene de una fraccion que se ha simplificado.

El primer término es cero y tratdndose de fracciones, debe ser cero el numerador pero no el de-
nominador (pues 0/ k =0, k = 0). Por lo tanto el numerador debe provenir de algun mdltiplo de
n-1 o de n>-1 o cualquier otra potencia de la forma n"~1 con p e N.

= Si fuera n—1 los numeradores serian: 0, 1, 2, 3,... no coinciden, busquemos otra.
= Si fuera 2(n-1) = 2n-2 los numeradores serian: 0, 2, tampoco coinciden. Probemos con otra.

= Para n>1 los numeradores resultan: 0, 3, 8, 15, 24, 35,... vemos que solamente no se cum-
ple para el 3°y 5° términos, que posiblemente estan simplificados.

= Entonces las fracciones equivalentes de estos términos podrian ser 8/8 =1y 24/32 = 3/4 (para
n=3 queda 3°~1 = 8; para n=5: 25-1 = 24)

Sin considerar el 1° y aceptando por ahora que el 3° y 5° términos son 8/8 y 24/32 , los denomi-
nadores parecen ser potencias de 2. EI denominador podria ser 2".

- 7 - 2 — Ve - g
Aparentemente el término n-ésimo es ¢, = ”2n L sélo queda verificar:
n 1 2 4 5 6
2
-n"-1 3 8 15 24_3 35
Cn =20 0 4 gL 16 274 64
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Se verifican todos.

s i . _ 5 1 9 11 13 15 =
&5 Ejercicio propuesto 2: idem para: {dn} = {3, L1513 15 E""} Respuestd

3. REPRESENTACION GRAFICA DE SUCESIONES

Las sucesiones se pueden graficar en diagramas de Venn, o en un eje real, 0 en un diagrama de ejes

coordenados cartesianos. Usaremos aca este ultimo. a
n

Representemos graficamente algunas sucesiones.

& Ejemplo 5: {a,} = {2n -5} No es correcto

. unir los puntos &=
Graficamos: paran=1,a; =-3; paran=2,a,=-1, ... Pu A ‘
con una linea

{a}={2n-5}={-3;-1;1;3;.5;7;..} e

Si observas la gréafica, las imagenes se ubican sobre la + e
recta y = 2x -5, a la derecha del eje y, pero son T
solamente los puntos aislados, pues el dominio de
las sucesiones es el conjunto IN.

@ Ejemplo 6: {bn} = {§ -3} ={-5/2,-2,-3/2,-1,-1/2,0,1/2,1,3/2, 2,5/2, 3,712, 4,...}
by # Ejemplg Z: {c.}={5-n}={4,1,-4,-11,..}
n

&< Ejercicio propuesto 3: Encuentra los primeros términos y representa graficamente.

a) {%} b) {(—1)'”rl %} ¢) {-4} Ayuda: v n la imagen es —4

4. SUCESIONES MONOTONAS

Los conceptos de crecimiento, monotonia y acotamiento son parecidos a los que aprendiste en las
funciones de variable real x. La diferencia esta en que aca la variable independiente es natural.

{an} es mondtona < Vv n: ( {a.} creciente v {a,} decreciente )

Sucesiones crecientes y decrecientes

. 0 en sentido
{an} es creciente < V n: ap < aps1

excluyente”

{an} es decreciente < V n: ap > ap+
Observa las graficas de las sucesiones vistas:
{an}={2n-5}={-3;-1;1;3;5:;7;..}
{b} = {% -3}y =4{-5/2,-2,-312,-1,-1/2,0,1/2, 1, 3/2, 2,5/2, 3, 712, 4,...}

4
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{c.}={5-n={4,1,-4,-11,..}

En las dos primeras, a medida que n crece, los términos también lo hacen. Decimos entonces que
{an} y {bn} son sucesiones crecientes. En cambio {c,} es decreciente.

A veces podemos analizar el crecimiento sin realizar la grafica, aplicando la definicion como sigue:

& Ejemplo 8: Analiza si {dn} = {2: _13
+

} es monoétona creciente o decreciente

Debemos comparar d, con dq+1, para ver si es menor o mayor
2n-3 , 2(n+1)-3
n+l1  n+1+1
2n -3 ” 2n -1
n+1 n+2

El signo ? representa una desigualdad de < o > que todavia no conocemos.

= 2n-3)(n+2)?2n-1) ((n+1) =

2n’+n-67?2n’+n-1 Comparando los dos miembros de la desigualdad (que seguimos sin co-
nocer) observamos que: 2n” = 2n?, no influye para una desigualdad,
n = n, tampoco influye. Podemos aplicar la propiedad de monotonia y
sumar en ambos miembros sus opuestos: —2n? —n para cancelarlos.

Queda -6 7 -1 como -6 <-1 entonces el signo buscado es ‘<’
Hemos encontrado que y por lo tanto la sucesién es monétona creciente)

&< Ejercicio propuesto 4: Determina si la sucesion cuyo término general es a, = 2—;3 es crecien-

te o decreciente. Respuesta

5. SUCESIONES ACOTADAS
La definicion es parecida a la de funciones:
{ar}esacotada<=3Ik>0/Vn:|a,| <k

Las sucesiones an, b, y ¢y vistas en los ejemplos 5, 6 y 7, son monétonas pero no acotadas. Las dos
primeras crecen mas alla de cualquier nimero k > 0 por grande que se quiera elegir. La tercera, cp,
decrece de manera que su valor absoluto es siempre mayor que cualquier nimero k > 0 por muy
grande que sea.

Sin embargo a, Yy by, tienen cotas inferiores: -3 y —5/2 respectivamente y c, tiene cota superior 4.
[=)

&~ Ejemplo 9: Analiza si la sucesion de término general 1
a, = 2=2 es acotada o no.
n+2

Mira la gréfica. Si observamos el comportamiento de los [ 0 °
términos de la sucesion, cuando n crece indefinidamente, — —
Vemos que crecen, pero con una tendencia a estabilizarse. F e

Esta sucesion crece pero es acotada, con cota superior 1 pues
n-3 < n+2y por lo tanto el cociente es siempre menor que 1.

o

La cota inferior es igual en este caso al primer término: —2/3
porgue la sucesion es monotona creciente.

Como la cota k es el valor positivo tal que | a, | <k, decimos que
k=1lpuesvn: | 2=2|<1
n+2
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& Ejemplo 10: Realiza el estudio completo de las sucesiones cuyos términos enésimos son:

a) an:%, b) bn:1—%
Los graficos fueron realizados con Maple V y se han tomado distintas escalas para los ejes.

{an} = {1, "o, Ys, Ha, Ms, s, I, M,

e a) {a,} es monotona decreciente
- {an} esacotadapues3k=1/|a,|<1
. Decimos que la cota es k = 1 (aunque la cota infe-
rior mas préxima sea 0).
0.5 Observa: ¢a qué valores se acercan los a, cuando
ol n crece indefinidamente?
N lim ap=...
0.2 A . n—o o
2 A & a 10 1'201:¢1T3¢1¢E502¢U

{bn} =40, Y12, %15, 314, Is, le, 17, '1g, Blo, °hho, ...}

br="1-1/n
14 o s
0.5 o= . .
] ® {bn} es mondtona creciente
0.6 {bn} es acotadapuesik=1/|a,|<1
] ¢A qué valores se acercan los b, cuando n crece
0.4 indefinidamente?
] lim a,=...
0.2+ n— oo
u 2 4 E & 10 12 14 18 18 20

n

6. LIMITE DE SUCESIONES. SUCESIONES CONVERGENTES
Las sucesiones que tienden a un valor L (tienen limite) se llaman convergentes.

{an} convergente < 3 lim a,=L
n— o

Recuerda que para que exista limite éste debe ser Unico y finito.
Si el limite no existe las sucesiones serdn no convergentes.

Algunos autores clasifican las sucesiones en convergentes, divergentes y oscilantes y otros en con-
vergentes y divergentes (todas las que no son convergentes entran en esta Gltima)

convergentes: 3 L

. Sucesiones 3 divergentes: 4 L
Dos clasificaciones ¥
distintas ~a convergentes: 3 L
Sucesiones divergentes: a, > + o

oscilantes: a, tiende a dos valores finitos distintos

A nosotros solo nos interesa saber si la sucesion es convergente o no lo es.

Para calcular el limite de las sucesiones aplicaremos al término general a, el mismo procedimiento

que usamos en las funciones de variable real cuando x tiene a infinito.

. p n-3 .. .
Ej.: lim —==1 Estasucesion es convergente, o convergealo tiende a 1.
n—oo N+2
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En las sucesiones solamente interesa lo que sucede con los valores de a, cuando n crece indefinida-
mente. Es decir, s6lo se calcula limite para n tendiendo a infinito | ;Por qué?

Definicidon formal e interpretacion grafica

n— oo

Analicemos por partes: an

+ Recuerda que, al igual que en la definicion de limi-
te de funciones, se fija primero un ¢ positivo y ar-
bitrariamente pequefio alrededor de L, determinan- L .
do el entorno de centro L y radio €: E(L, €). L—¢ -

£ lim a,=L, significa que los términos de la suce- —
n— o No |

N
sion se acercan a L a medida que n crece. Esto esta ° |Todos los que c'umplen
relacionado con la ultima parte de la definicion: \ ) n>ng(son infinitos)
| a, — L | < g, que indica que las distancias de los
términos de la sucesion a L, son menores que «.
(Las imagenes “caen” dentro de la franja determinada
por (L-¢, L+¢) )

Sélo los que cumplen
n < np (una cantidad
finita de términos)

+ Ve>0,3ng(e)significa que para ese ¢ fijado, sera posible encontrar un valor ny que depende
de él. Si € cambia, el valor ny también se modificara.

» Observa la grafica: este ng es el Gltimo para el cual no se cumple la definicion de limite, es
decir que su imagen queda fuera de la franja o justo en el borde. Hay una cantidad finita de
términos con n < n,.

+ YV n>np |an-L|<egindicaque para todos los términos que cumplen n > ng (son infinitos) se
verifica la definicion de limite, es decir que sus distancias a L, son menores que . La palabra
todos es muy importante, pues si un solo término se llegara a “escapar” de la franja, no se cum-
pliria la definicion de limite, como veremos en un caso mas adelante.

& Ejemplo 11: Calcula el limite de la sucesion {d.}= {%} y encuentra nppara € = 0,1.
+

El limite lo calcularemos como en las funciones:

. 2n-3 .
lim =2 lasucesion es convergente

n—>co N+ Aplicamos la definicion de limite a nuestro ejercicio, con € = 0,1
lim 2n-3 =2<dadoe=0,1,3no(e)/ V¥ n>ng 2n-3 ~2|<0,1

n—ow N+1

De manera analoga a la determinacion de 6 en el limite de funciones, partimos de lo que se deberia
cumplir ¥V n > ng:
2n-3

-2
n+1

1
< - &
10

-5

n+1

2n—-3-2n-2
n+1

<01l <01 <

& i<i (porque |-5|=5yn+1>0puesn e N) <> n+1>50 = n>49
n+1 10

Lo que hemos encontrado es que Vv n > 49 se verifica la definicion de limite (las distancias de los térmi-
nos de la sucesion a L, son menores que & cuando n > 49). Por lo tanto el Gltimo término que no la cumple es
el n° 49 y ese es precisamente el valor de ny que buscamos.
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Verificacion: Tomemos ny = 49 (sabemos que no cumple)
2x49 -3 al= | 1
49+1

1 . :
10 = —— no es menor que ¢ Sino que es igual, entonces no
cumple la definicion de limite.

Para ng = 49:
10

Tomemos ahora un valor de n que si debe verificar, por ejemplo n = 51:
‘ 2x51-3 5 5

- — | = —=— =0,096... <0,1si verifica.
51+1 52 | 52

7. PROPIEDADES Y ALGEBRA DE LOS LIMITES

Si k es una constante, lim a,=A y lim b,=B
nN— oo n— o

a) lim (a, +b,) =A+B

nN— oo
b) lim (ka,)=kA lim k=k
N— oo nN— oo
c) n'i)moo(an -b,)=A-B Si an — © A by — oo, indeterminacion (co—oo)
d) nllmw(an by ) =A-B Sia, — 0 A by — oo, indeterminacion (0-o0)
- (ap | A Siap > 0 A by — 0, indeterminacion (0/0)
€) nll)moo E B 0r #0, B#0 Si an = © A by, — oo, indeterminacion (oo/oo)
f) lim@,=AP, peR
nN— o - - - -, 0
lim by, Sia, — 0 A by — 0, indeterminacion 0
g lim [(an)b” ]: im a, [ = AB S? an — o A by >0, indeterm?nacic,')n oo;)
n— oo n— oo Sia, —> 1 A by — oo, indeterminacion 1
Teorema 1:

Si lim f(x)=L vy f(n) =a, cuando n es natural, entonces lim a, =L
X—> 0 nN— oo

%~ Ejemplo 12: lim In—nes indeterminado de la forma (9)
n—o N *®

- In x . . fo :
Para calcularlo podemos utilizar f(x) = —— y aplicar Regla de L’Hospital al limite indeterminado.
X

Teorema 2: Teorema del emparedado.

Tiene el mismo significado que para funciones de variable real. En simbolos:

(lima,= limb,=L A an<cn<bnvn) = limc,=L
n— oo n— oo n— oo

&5 Ejercicio propuesto 5: Analiza la convergencia de las siguientes sucesiones:

2
a) {%} , b) {(_1)n +1 %} C) {_4} d) {en}: { n_+ 3} Resguesta

n
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& Ejemplo 13: Analiza la convergencia de la sucesién cuyo término general es (—1)”[1—:])

o [

Cuando n — oo, (1/n) — 0'y los términos de la sucesion se acercan a (—1)"

Es decir que si n es par, los términos tienden a +1 pero si n es impar, tienden a —1.

La siguiente grafica ha sido realizada con Maple V, servira para aclarar la situacion.
dn={11n(1-1/n
17 e B = S
0.5 ®
0.6
0.4
0.2

D:
0.2 n
-0.4
0.6
0.5 »

=11

[
B
4
ui]
=
=
—_—
Xt
=
=
—
5]
=
[un)
kJ
[

= < ke <

Si quisiéramos considerar que el limite es 1, nos encontrariamos con el siguiente problema:

Fijado ¢ alrededor de 1, podemos determinar un no que depende de él y se verifica |a, — 1| < € para
infinitos términos con n > no.

Pero no se cumple para todos los que le siguen, s6lo para los de n par, pues los impares se “esca-
pan” de esa franja y quedan dentro de otra franja alrededor de —1.

Los términos se acercan por un lado a 1 y por otro a —1, no tienden a un Gnico valor. Recuerda que
una propiedad del limite es su unicidad.

Entonces no existe lim [(—l)“(l—iﬂ y por lo tanto la sucesidn no es convergente. Algunos
n—oo

autores diran que es divergente y otros que es oscilante.

8 CONVERGENCIA DE LAS SUCESIONES MONOTONAS ACOTADAS
Teorema 3: Si una sucesion es monotona y acotada, entonces es convergente.

Analicemos por partes:

Si una sucesion es monotona, quiere de- an

cir que es creciente o0 (en sentido excluyente) 1 K Mdn

decreciente. :

1°) Si es creciente puede serlo de dos 1, L I . /\
maneras distintas: que tienda a infinito o | — - °

gue tenga una cota superior. En este ulti- 1 S n
mo caso tendra limite que podra ser me- 1° .

nor o igual que dicha cota superior. L,

Gréficamente puede tomar alguna de las | lim ap = 3 lim a, =L <k = {an} converge
formas de la figura de la derecha: N> N—

Si una sucesién monodtona creciente tiene cota superior, es convergente.

9
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a 2°) De manera analoga ocurre si la
n

+ Adn sucesion es mqnétong decr(_ecien_te.

| . Puede ser decreciente sin cota inferior

1° . 0 con cota inferior. En este ultimo
caso existe limite que sera mayor o

I i |7 T n igual que la cota inferior.

1 L

| . A

lim ap, =—o| |3 lim a,=L>k= {a,} converge
N— o0 N— o0

Si una sucesion monotona decreciente tiene cota inferior, es convergente.
Las dos partes se pueden unir en el Unico teorema del comienzo:
Si una sucesion es monotona y acotada, entonces es convergente.

&5 Ejercicio propuesto 6: Analiza el valor de verdad de las siguientes proposiciones en términos
de implicaciones. (Recuerda que para afirmar que una proposicion es falsa, basta con un contraejemplo)

a) Siuna sucesion es mondtona, entonces es convergente.

b) Si una sucesion es acotada, entonces es convergente.

c) Si una sucesion es convergente, entonces es acotada.

d) Siuna sucesion es convergente, entonces es monotona. Respuesta

9 EL NUMERO “¢”
Estudiemos la sucesion {a} = {(1+%)n} ={2;2,25;2,37...; 2,44...; 2,48832;... ; (1+%)n o}
Para n=1: a;=(1+1)'=2

n=2: a,= (1+%)2: 1+2.2+2

=" = 1)3 = + l + L + l
n=3: as (1+ 3 1+3 3 332 3
1°) ¢ Es mondtona? Desarrollando a, veremos que an < an+1:

Para n = n: Apliguemos la formula del binomio de Newton:

n_(n n n n-1 n n-2 12 n n-3 |13 n 1p,n-1 n 0N

(@a+b) —(Oja + (Ja b+ (Zja b + (3)a b*+... + (n_lja b™ + (nja b
En nuestro a, “a = 1" y solamente quedan las potencies de b = %
14,000 1, nn-DHn-2) 1 1
n 21 2 3! n3 ! n
En cada término simplificamos n y dividimos cada paréntesis por una n de las que quedan en el de-
nominador; luego aplicamos propiedad distributiva de la division respecto a la suma algebraica.
: srming: "M-D(M-2) 1 _ 1 (0-H(n-2) _ 3 1 2

Por ejemplo en el 4° término: IR (1—5)(1—5)

— 1 1 1 1 2 1 1 2 n-1

av=1+1+ L0-2)+ La-2)1-2)+ 4 L -2)0-2)f-n1) @

Cuando n aumenta, se agrega un nuevo sumando que es positivo pues todos los paréntesis lo son.

+

an = (1+l)n =1+n + n(n_l)'"[?_(n_l)] 1
n n

Esto demuestra que la sucesion es monotona creciente.
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2°) ¢Es acotada?

Parar responder esta pregunta debemos encontrar un n° positivo tal que a, Sea menor que ese n° para
todo n.

El término general a, desarrollado en @, tiene todos los paréntesis menores que 1, ya que se trata
de diferencias de la forma 1 menos una fraccion menor que 1.

Por lo tanto podemos decir que a, es menor que la siguiente expresion:
_ 1,1 1
bi=l+l+L+2+. .+ -

A su vez b, es menor que la expresion que sigue:

cn:1+1+%+%+...+2n—1_1 pues 22<3l; 2°<4l; 2™ <nl vn>2 -

2
2M2, 003 4241
Porotraparte L + L 4+ 4+ 1 =< *& reretl g
2 22 2n—1 Zn_l
4 3 2
Porejemplopara L+ L +  + L =2 *27+272rl 31

2 2 25 25 32
De aqui concluimos que ¢, < 3, ya que es igual a 1 + 1 mas un n°® menor que 1.

Es decir: @, < b, <c,<3

Hemos demostrado que {a,} tiene cota superior. Por el teorema 3, si es mondtona creciente y tiene
cota superior, entonces es convergente y existe limite de su término enésimo:

. 1 n . .
3 lim 1+=) ysiexiste le podemos dar un nombre, lo llamamos e.
n— oo

e= lim (1+1) =2 718281...

n— oo

10. PROBLEMAS DE APLICACION

Al resolver algunos problemas de ingenieria se presentan ecuaciones
como x>+ X — 1 =0, senx — x> = 0, entre otras, que no tienen una for-
mula para resolverla y hay que buscar otros caminos. Surgen asi méto-
dos aproximados, uno de los cuales es el método iterativo de Picard que
aproxima la solucién de una ecuacién mediante una sucesién que se
“acerca” o “tiende” a dicha solucidn. Esta situacion se presenta, por
ejemplo, en el siguiente problema.

Problema de la sonoboya:

Sea un submarino que viaja siguiendo una trayectoria parabélica y = x*
y una sonoboya (detector de sonido en el agua) situada en el punto
(2, - ¥2). Se necesita encontrar el punto de maximo acercamiento (PMA)
entre el submarino y la sonoboya, como muestra la figura.

En realidad el problema consiste en encontrar las coordenadas del punto -
p de la parabola que minimiza la distancia D ‘

Ese punto tiene coordenadas (x, y) = (x, x°) y la distancia D entre

! Extraido de Thomas / Finney. Calculo con Geometria Analitica. Sexta edicién. Ed. Addison-Wesley Iberoamericana
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p(x, X2) y (2, - %) es entonces funcion de x:

D@)=J«x-2ﬁ+«x2+%ﬁ==Jx4+b@-4x+rw4

Para encontrar los valores de x que hacen minima la distancia, derivamos con respecto a X e igua-
lamos a 0 (como aprendiste en la unidad de m&ximos y minimos).
D’X)==0=

4x3 4 4x—4

3 _ 3 _
24/x4 +2x2 —4x +17/4 4@ +X—Q-OZ>X *x-1=0
Por el teorema del valor intermedio para funciones continuas (lo

vimos en la unidad 2), podemos asegurar que hay por lo menos un valor de x entre 0 y 1 que verifi-
ca esta ecuacion, pues:

Llamando h(x) = X? +x-1 h(x) cambia de signo en los extremos del in-
e h(x) es continua en [0; 1] —» | tervalo, entonces el teorema del valor inter-
e h(0)=-1 medio aplicado a h(x) garantiza que
e h(1)=1 Ax e (0;1)/h(x)=0

Ya sabemos que existe por lo menos una solucidn de la ecuacion, pero... ;como la encontramos?

Alguien podria responder: “— con una calculadora”. Es una respuesta valida, pero... ;cémo hace la
calculadora?

Aqui vienen en auxilio los métodos iterativos como el de Picard, que trabaja con una sucesion de
nameros que se acerca cada vez mas al valor de la solucion.

Metodo de Picard: Encontrar las raices de la ecuacion f(x) = 0, es equivalente a encontrar la solu-
cion de f(x) + x = x.

A esta nueva funcion la llamamos g(x)
Para que el método sea aplicable, se necesita que g(x) cumpla con una restriccion:
Si la raiz pertenece al intervalo (a, b), debe ser | g’(X) | <1V x € (a, b)
En nuestro no podemos hacer directamente g(x) = 1 — x* = x pues:
Parax e (0; 1), g’(x) = 3% € (0; 3) y no cumple la restriccion | g’(x) | < 1.

=X, cong(x) =x= L
X°+1 X +1

El método consiste en dar a x un valor inicial X en el dominio de g(x), y aplicarle sucesivamente la
funcion g:

X1 =9(Xo), X2=0(X1), X3=0(X2),....
Se obtiene asi una sucesion de valores de x que se acercan (convergen) hacia el valor buscado.

Decir x3+x—1=0, equivale a x (x*+1) = 1 <

En nuestro caso hacemos xo = 1

Apliquemos el método comenzando con X =1

X g(x)

Xo=1 X1=0,5

X1 =0,5 X>=0,8
X>=0,8 X3 = 0,6097909

X3=0,6097909 x4 =0,72896709
Xs =0,72896709 x5 =0,72896709

Los dos ultimos valores de x son iguales hasta la 82 cifra decimal, por lo que podemos considerar
resuelto lo que se pedia.
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Respuestas
Ej. propuesto 1 (Pagina2) a; =1; an+1 =an+ % vnx1

=1+1=2; ag=2+",="0y ay ="+ 5="ls; a5 =" + s ="l

{an} =42, %, "'lg, ¥'lz,.. }
Ej. propuesto 2 (Pégina 4): dy = 202

Ej. propuesto 3 (Pagina 4)
a) {3} ={2, 1, 213,12, 2/5, 1/3, 2/7,...}
n

b) 1+t 2l = {2,-1, 2/3,-1/2, 2/5, -1/3, 2/7,...}
n

0) {4} = {-4, 4,4, ~4,...}
a) b) c)
an an an
14 o . 1- .
AX) _ T e
n o ° n _1- n

Ej. propuesto 4 (Pagina 5)

n= n=3 ? an+1 = n+1-3 _n-2
n+2 n+1+2 n+3
(n-3)-(n+3) ? (n-2):(n+2)
n“-9 ?  n’-4
-9 < -4 = a,<amn1 = lasucesion es mondtona creciente Volver

En las sucesiones no se puede calcular el limite para n tendiendo a algun valor finito “a’, porque
aungue podemos elegir un ¢ arbitrariamente pequefio alrededor de ‘L’, no podemos encontrar un
entorno reducido de centro ‘a’ y radio ‘d’, ya que n es natural. Volver

Ej. propuesto 5 (pagina 8)
a), b) y c¢) son convergentes; d) divergente

2
. n%+3 N o+l - :
d) lim = lim " = |im N =90 lasucesion es divergente Volver
n—>ow N n— oo % nN—
Ej. propuesto 6 (pagina 10): Vo F
a)F,b)F,c)V,d)F Volver
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